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1  Marché stochastique mono-devise (multi-risques)

1.1 Portefeuilles et autofinancement
Marché sans friction. Prix en € .
Les actifs négociables de base :

— L’actif sans risque S’=le cash € . Son rendement entre [t, + dt] est connu
a la date t et vaut r,

— d actifs risqués (pas de sauts) : dS; = S5} (b] dt + 2521 ol (t)dW]) ou W
est un MB k-dimensionnel (avec composantes indépendantes) modélisant
les aléas de I’économie (2, F, (Fy)q, P).

@ Ici S* a pour volatilité un vecteur (ligne) o7 :
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(similaire & une décomposition ACP)
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— Volatilité o, = (¢’(t))i; = matrice (F-adaptée) de dimension d x k.

— Rendement b; = = vecteur (F-adapté) de taille d
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Portefeuille autofinancant : extension directe du cadre mono sous-jacent.

1. Stratégie de portefeuille : processus 6 = (§},.....,0¢, ..., 0%), représentant les
nombres investis dans chacun des titres risqués.

2. Montant en cash : 7}
3. Valeur liquidative du portefeuille a la date ¢ : V;(°,8) = 70 4+ ¢, 55!

4. Portefeuille autofinancant si ;
Vi(r®,8) = Vo + /Ot o, du + Z /Ot 6 (dS? + ¢' S" du) (avec div./repo).
5. Formulation équivalente : =
AV, = Vyrydt + (89)s - (be + ¢ — re1)dt + (68); - opdW,

avec (6S); = (615}, -+ ,0%5%) vecteur des montants investis, 1 = vecteur de

composante 1.
w Equation entiérement déterminée par Vj et (61,---,d5%).

Réécriture sous forme actualisée :

d(e™ Jom=d5V,) = e= Jo 7+ 95(59), - [0 dW, + (by + q2 — r1)dE].
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1.2  Vecteur de volatilité versus volatilité spot

Définition. La volatilité spot de S* est le processus o: "> 0 donné par

4
St

= ...dt+ 0% dB;

pour un certain mouvement brownien unidimensionnel B*.

Définition. La corrélation spot de S* et S7 est le processus p,” donné par

dS; dsy
= —

S¢S}

. . 7: j
) =pyloy o) dt.

<

Lemme (théoréme de Lévy de caractérisation du MB). Si

dM; = 2521 a; (t)thj, alors dM; = \/Z§:1 la;(t)|>?dB; pour un certain
mouvement Brownien unidimensionnel B.

Corollaire. La volatilité spot de S* est O'ti = |ol| = \/Z;{:1 |c7}(1:)|2 et la
o} - o

ot lo%

corrélation spot entre S7 et S7 est pid =
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Exercice. Quelles sont le vecteur de volatilité et la volatilité spot de

) UxV?
U

U

ii) v

len fonction de oV et V.

Rappel sur des égalités de calcul stochastique trés utiles :

dUV) _ AU, dV;

o U, T

dV; dU;
Vi U

),

d(vt):dUt_%_<th dU; _ dvi,
T Ug Vi Vi U W7

valable pour tous processus d’Ito U et V.
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1.3 Absence d’opportunités d’arbitrage et conséquences

Définition (d’une opportunité d’arbitrage). Stratégie de portefeuille

autofinancante vérifiant

1. Vo(6) =0,

Nécessité de restreindre la classe des stratégies de trading (m stratégies

admissibles).

Exemples de conditions :
— Vi > ¢ avec probabilité 1, pour un certain seuil c fixe
T >k
— E(fo 0%(88)4]?ds) < o0

Hypothése fondamentale : il n’existe pas d’opportunité d’arbitrage entre des

stratégies de portefeuille admissibles (marché viable).

Ex. de use-case a exclure : la "doubling strategy" n’est pas admissible
(correspond & Vo = 1,0; = 1T — t).
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Théoréme (Lien rendement-risque en AOA et existence de prime de
risque).
i) Un portefeuille admissible localement sans risque a pour rendement
instantané r;.
ii) Il existe un vecteur aléatoire adapté \; a valeurs dans R”, appelé prix du
marché du risque ou primes de risque tel que :

dsS! = St(ri—q}) dIH—ZJ WAWI M d)] = Si(ry—q )dt+o (£)(AWy4Apdt)]

71=1

Le rendement local b; + ¢; des titres risqués vérifie :

by + gy =1l + o Ag |

|version dynamique de I’Arbitrage Pricing Theory, Ross ’76|

Corollaire (réécriture de ’autofinancement).
i) dV; = Vi dt + (3S); - [o0(dW; + Aedt)],
i) d(e Jo 7 d5V,) = e Jo72d5(58), - [oo (AW, + Aedt)].
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1.4 Un premier pas vers la valorisation risque-neutre

On suppose d > k (plus d’actifs que de sources de risques) et la matrice o,

uniformément bornée.

Changement de probabilités. On définit une nouvelle probabilité Q par
dQ L —~ 1,
2. :exp(—/O A - dTW, - 5/0 A\ [2ds) = L.
D’aprés théoréme de Girsanov, bon changement de probabilité si (L;)o<i<7 est

une P-martingale (< Ep(Lp) = 1).
Condition assurée par exemple si

— )\; est bornée

ou
— )\ satisfait la condition de Novikov Ep(exp fOT %Mt|2dt) < 400.

Alors, W; = \/7\\7t -+ f;’ Asds est un Q-mouvement brownien.
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Mesures martingales, probabilités risque-neutre

1. Processus de prix avec le Q-Brownien W :

dS; = S/ ((ry — q)dt + ordWy).
Si g = 0 et o, borné, les prix actualisés des actifs sont des Q-martingales
d(e™ Jo rads gy — (e~ Jo rads GO Gt AW
2. Portefeuille autofinancant avec le Q-Brownien W :
dV; =rVidt + (6.5); - 0,dW; (™ proba. risque neutre),
d(e o s,y == Jo =45 (§8), - o, dW.
Portefeuilles actualisés (e~ Jo ™=95V}), sont des Q-martingales (locales).

Conséquence formelle : si le flux VY7 en T est a couvrir avec un portefeuille

autofinancant, on devrait avoir
e Jorsdsyy = By (e Jo mUVp|Fy) = Egle™ Jo 45w | F).

w Prix comptant de W devrait étre Cy(Wp, T) = Eg(e” Je rsds g | By ).
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Que se passe t-il en cas de non-unicité de la market price of risk (\¢):?

Cas de o non inversible (vol stochastique ...).
w Plusieurs probabilités risque neutre Q.
w Propriétés de martingales vraies sous toutes les proba Q).

w Mais unicité des prix par AOA
e fOt Tsds‘/t — E@A (6_ fOT Tst\I/T‘.Ft)

pour tout A.
w  (Quelle stratégie de couverture ?

w )\ non unique “=" il existe des sources de risque dans le marché décorrélés de
tout instrument négociable ™ introduire des titres négociables (non redondants)

pour compléter le marché (volatility swap...)
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1.5  Valorisation risque-neutre

Théoréeme. Supposons que :

— nombre de titres de base risqués — celui des sources de bruit ;
matrice o; inversible ;
— le (unique) prix du marché du risque \; bornée ;
— le taux d’intérét r; est minorée.
Alors le marché est complet, au sens ou tout flux W, intégrable (vérifiant
Ep(|¥r|' 7€) < +o00, pour un € > 0) est réplicable par un portefeuille
autofinancant (pour une certaine stratégie ) dont la valeur a la date t est :

Ci(¥r, T) = Vi(5) = Egle™ ' ™4 @y | 7],

La valeur actualisée (e~ Jors dsC (U7, T)) est une Q-martingale (de Ly).
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